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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών απόδειξη παράγρ.1.8 σχολικό βιβλίο 

 

Α2. Ορισµός παράγρ. 2.2 σχολικό βιβλίο 

 

Α3. (Λ) πχ 3 2( ) αλλά ( ) 3 0 στο .f x x f ί ύ f΄ x xγνησ ως α ξουσα= = ≥ℝ ℝ ℝ  

 

Α4. α) → Λ, β) → Σ, γ) → Σ, δ) → Σ, ε) → Σ, 

 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. ( )1,f gΑ = +∞ Α = ℝ  

Η fog ορίζεται στο σύνολο 

( ){ } { } ( )ώστε g ώστε e 1 0, .x

fog g fx x xΑ = ∈Α ∈Α = ∈ > = +∞ℝ  

Οπότε ( )
e 2

( ) , 0.
e 1

x

x
fog x x

+
= >

−

 

 

Β2. Έστω ( ) ( )
1 2

1 2
1 2 1 1

2 2
, (0, ) : ( ) ( )

1 1

x x

x x

e e
x x fog x fog x

e e

+ +
∈ +∞ = ⇒ = ⇒

− −

 

( )( ) ( )( )1 2 2 12 1 2 1
x x x x

e e e e⇒ + − = + − ⇒
1 2 1 2 1 2 2 12 2 2 2
x x x x x x x x

e e e e e e− + − = − + − ⇒

1 2 1 2

1 2
3 3 .
x x x x

e e e e x x⇒ = ⇒ = ⇒ =

 

 

Οπότε fog  είναι 1-1 άρα υπάρχει η 
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( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( )( )

1

: 0,

2
2 1 2 (1)

1

1 η (1) 0 3 αδύνατη, άρα 1 0,

2
Αν 1 η (1) .

1

2
Πρέπει 0 2 ή 1 (2)

1

x

x x x

x

x

x

fog fog

e
ί y ye y e y e y

e

y e fog

y
y e

y

y
y y

y

ναι

ν

−

+∞ →

+
Ε = ⇔ − = + ⇔ − = +

−

Α = ⇔ = ∉ +∞

+
• ≠ ⇔ =

−

+
> ⇔ < − >

−

ℝ

 

και 
2 2 2 2 1

ln( ) 0 ln( ) ln1 1 0 0
1 1 1 1

3
0 1 (3)

1

y y y y y
x y x

y y y y

y
y

αλλ
+ + + + − +

= > ⇔ > ⇔ − > ⇔ > ⇔

− − − −

⇔ > ⇔ >

−

 

Από (4), (3) τελικά 1y >  

Έτσι:  1 2
( ) ( ) ln( ), 1

1

x
x fog x

x
ϕ

−
+

= = >

−

 

  

Β3. Για x > 1: 
1 2 1

( )
2 1 2

x x x x

x

x x x

ϕ

′− + − ′ = = 
+ − + 

1 x− −

( )
2 2

2 3
0

( 2)( 1)1 x xx

− −
= <

+ −−
 

Άρα ϕ  γνησίως φθίνουσα στο ( )1,+∞ . 

 

Β4. 

2

1

1 1

2
lim ( ) lim ln lim ln

1

x

u

x

nx x

x

x u

x

ϕ
+ +

+
=

−

→+∞→+ →+

+ 
= = = +∞ 

− 
 

2

1

1

2
lim ( ) lim ln lim ln ln1 0.

1

x

u

x

x x n

x

x u

x

ϕ

+
=

−

→+∞ →+∞ →

+ 
= = = = 

− 
 

ή για το (Β2) µελετάµε τη µονοτονία της fog µέσω παραγώγου και σύνολο τιµών 

της µε όρια. 

 

 

ΘΕΜΑ Γ  

Γ1 Η f συνεχής στο ( ),0−∞  ως πράξεις µεταξύ συνεχών. 

Η f συνεχής στο 
3

0,
2

π 
 
 

 οµοίως ως πράξεις µεταξύ συνεχών. 

Αφού είναι συνεχής η f πρέπει να είναι συνεχής και στο 
0

0x = . 

Άρα πρέπει : 
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0 0 0 0

1
lim ( ) lim ( ) (0) lim ( ln ) lim ( ) 1 ln

1

1 ln ln 1 ln 1 0. (1)

x x x x

f x f x f x x
x

λ ηµ λσυν λ

λ λ λ λ λ λ

− + − +
→ → → →

= = ⇔ − = + = − ⇔

−

− = ⇔ = − ⇔ + − =

 

Θεωρώ ( ) ln 1 , 0x x x xϕ = + − >   µε 
1

( ) 1 0x

x

ϕ ϕ′ = + > ⇒ γνησίως αύξουσα 

στο ( )0,+∞ . Από (1) είναι ( ) 0 ( ) (1)ϕ λ ϕ λ ϕ= ⇔ =

.

(1 1)
1

ύϕγν α ξουσα

ϕ
λ

−

⇔ = . 

 

Γ2 Είναι 

1 , 0
1

3, 0
2

( )

x

x

x x x

f x
π

ηµ συν

≤
−

+ < <




= 



 

Για 

1
1

( ) (0) 1 1 110 :
(1 ) 1

f x f xxx
x x x x x

−
− − +−

< = = =

− −

 

Επίσης 
0 0

1 ( ) (0)
lim 1 lim 1

1x x

f x f

x x− −

→ →

−
= ⇒ =

−

 

Για 
( ) (0) 1 1

0 :
f x f x x x x

x
x x x x

ηµ συν ηµ συν− + − −
> = = +  

Είναι 
0

1
lim 1 0 1
x

x x

x x

ηµ συν

+
→

− 
+ = + = 

 
, άρα 

0

( ) (0)
lim 1
x

f x f

x+
→

−

=  

Εποµένως 
0 0

( ) (0) ( ) (0)
lim lim 1 (0) 1
x x

f x f f x f
f

x x− +
→ →

− −
′= = ⇒ =  

Άρα η εφαπτόµενη στο ( )0,1Α  έχει εξίσωση: 

(0) (0) ( 0) 1 1y f f x y x y x′− = − ⇒ − = ⇒ = +  

Αν ω η γωνία που σχηµατίζει η εφαπτόµενη µε τον άξονα xx′  είναι:  

[ )(0) 1 ( 0, ).
4

f
π

εϕω εϕω ω ω π′= ⇔ = ⇔ = ∈ . 

 

Γ3. Για x < 0: 
( )

( ) ( )
2 2

11 1
( )

1 1 1

x
f x

x x x

′′ − − ′ = = = 
−  − −

 

Για x > 0; ( ) (ηµ συν ) συν ηµf x x x x x′ ′= + = −  

Άρα ( )
2

1
, 0

1( )

συν ηµ , 0

x
xf x

x x x


≤

′ −= 
 − >

 

Για x ≤ 0 είναι ( ) 0f x′ > . 
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Για 
3

0 : ( ) 0 συν ηµ 0 ηµ συν
2

x f x x x x x
π

′< < = ⇔ − = ⇔ =  

συν 0 5 3
εφ 1 ή αφού 01

4 4 2

x

x x x x

π π π
≠  

⇔ = ⇔ = = ∈ 
 

 

Επειδή λοιπόν η f ′  ορίζεται στο 
3
,
2

π 
−∞ 

 
 και ( ) 0f x′ =  στα 

4
x

π

=  και 

5

4
x

π

=  αυτά είναι και τα κρίσιµα σηµεία. 

 

Γ4. Η εξίσωση της εφαπτοµένης στο ( ), ( )M fα α  είναι ( ) ( )( ).y f f x aα α′− = −  

Για 
( ) ( ) ( )

0 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

af a f a f a
y f a f a x af a x a

f a f a

′ −
′ ′= ⇒ − = − ⇔ = = −

′ ′
 

Άρα το σηµείο τοµής της εφαπτοµένης µε τον άξονα x x′  είναι 

( )
 ,0

( )

f a
a

f a

 
Β − ′ 

 

Εποµένως 

( )
2

1

( ) 1 x (1 ) 2 1
1( )

1

f a aa a a a a
f a

a

Β

−
= − = − = − − = −

′

−

. 

Άρα την οποιαδήποτε χρονική στιγµή t είναι: 

( ) 2
 x ( ) 2 ( ) 1  x ( ) 2 ( ) x ( ) 2 x ( ) ( ) (1)

3 3

a t
t a t t a t t t a t

Β Β Β Β

 ′ ′ ′ ′= − ⇒ = ⇒ = − ⇒ = − 
 

 

Όµως ισχύει 
0

( ) 1a t = −  

Από (1) για 
0

t t= ⇒  

0 0 0 0

2 2 2 µονάδα µήκους
( ) ( ) ( ) ( 1) ( )

3 3 3 µονάδα χρόνου
B B B
x t a t x t x t′ ′ ′⇒ = − ⇒ = − − ⇒ =  
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